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DIV Dipoli-izvor-vrtlozi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
Sazˇetak
Cilj zavrsˇnog rada je dobiti raspodjelu cirkulacije na krilu, intenzitet izvora i dipola
na tijelu te uz pomoc´ njih dobiti koeficijent ukupne normalne sile kombinacije tijelo-
nosec´a povrsˇina. Razvijena metoda oslanja se na dvije razlicˇite metode: Weissinger
metodu nosec´e linije za krilo i metoda izvora i dipola za tijelo. Strujanje fluida oko
simetricˇnog krila modelira se Π vrtlozima, dok strujanje oko tijela modelira se linijskim
izvorima i dipolima. Zbrajanjem sa potencijalnim strujanjem iz beskonacˇnosti i pos-
tavljanjem rubnih uvjeta nepropusnosti povrsˇine dobivamo matematicˇki model nazvan
dipol-izvor-vrtlog (DIV). Kombinaciju dobivamo postavljajuc´i matematicˇki model tako
da uzimamo utjecaj vrtloga na kontrolne tocˇke krila i tijela te utjecaj tijela na kontrolne
tocˇke krila i tijela. S rasporedom brzina na kontrolnim tocˇkama na tijelu i krilu, iz Ber-
noullijeve jednadzˇbe mozˇe se odrediti raspored tlakova, a iz njih raspored koeficijenta
uzgona za odredene napadne kutove. Model DIV, izraden u programskom paketu MA-
TLAB, ogranicˇen je na kombinaciju trapeznog krila simetricˇnog profila bez dihedrala i
osnosimetricˇnog tijela pod malim napadnim kutom. Rezultati modela DIV usporedeni
su sa dostupnim eksperimentalnim rezultatima i rezultatima drugih numericˇkih modela.
U radu je analiziran i utjecaj kuta strijele krila na uzgon kombinacije.
Kljucˇne rijecˇi: model nosec´e linije, model izvora i dipola, kombinacija tijelo-nosec´a
povrsˇina, utjecaj kuta strijele krila
xii
Summary
The main aim of the dissertation is to obtain distribution od circulation on the wing,
the intensity of sources and dipoles on the body, and with the help of them gain co-
efficient of the total normal force of combination wing-body. The developed method
relies on two different methods: Weissinger method for wing and the method of sources
and dipoles for the body. Fluid flow around symmetrical wings simulate Π vortexes,
while flow around body simulate inline sources and dipoles. Summing up with the
potential flow from infinity, and setting boundary conditions of impermeability surfa-
ces we are getting a mathematical model called dipoles-sources-vortices (DIV). We are
gaining combination by setting mathematical metod so that we take influence of the
vortex at checkpoints on wings and body, and influence of body at the checkpoint on
wings and body. With velocity distribution at the control points on the body and wing,
from Bernoulli equation can be determined distribution of pressures, and from them
distribution of coefficient of lift for certain angles of attack. Model DIV developed in
program package Matlab, is limited to a combination of trapezoidal profile symmetrical
wings without dihedral and axisymetrical body at a low angle of attack. Results DIV
models are compared with available experimental results and the results of other nume-
rical models. This dissertation analyzes the influence of angle of the arrow wings to lift
combination.
Keywords: model of supporting line, model of sources and dipoles, combination
wing-body, influence of angle of arrow
xiii
1 Uvod
Utjecaj tijela zrakoplova na raspored koeficijenta uzgona duzˇ krila je znacˇajan, on
se mijenja sa samom geometrijom kako krila tako i tijela. Stoga postavlja se pitanje na
koji nacˇin tijelo utjecˇe i koji sve parametri stvaraju navedenu promjenu. U sljedec´im
poglavljima pokusˇat c´emo odgovoriti na ova pitanja.
Rad je podjeljen u tri dijela:
• teorijska formulacija problema modela dipoli-izvori-vrtlozi (DIV) (2. Teorija),
• opis programa dipoli-izvori-vrtlozi (DIV) (3.1. Opis programa),
• usporedba rezultata sa postojec´im pouzdanim modelima te eksperimentalnim po-
dacima (3.2. Prikaz rezultata),
• prikaz rezultata razlicˇite geometije (3.2.4. Prikaz rezultata za razlicˇitu geometrije).
U teorijskoj formulaciji pokazati c´e se na koji nacˇin smo postavili matematicˇki model,
fizikalnost problema, rubne uvijete te ogranicˇenja koja vrijede za model DIV.
Opisom programa definirati c´emo geometriju i parametre kao sˇto su brzina optjecanja,
Mach-ov broj, te broj segmenata na koje c´emo podijeliti krilo i tijelo.
Dobivene rezultate DIV modela usporedili smo sa rezultatima iz kolegija Aerodinamika
[1], diplomskog rada [2], te magistarskog rada [3] kako bi provjerili tocˇnost izoliranog
krila i kombinaciju krilo-tijelo.
Na kraju prikazati c´emo ovisnost rasporeda cirkulacije u odnosu na kut strijele krila, te
ovisnost koeficijenta ukupne normalne sile kombinacije u odnosu na napadni kut.
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2 Teorija
2.1. Dipol-Izvor-Vrtlog (DIV) metoda
Metoda dipol-izvor-vrtlog (DIV) izracˇunava koeficijent normalne sile za kombinaciju
tijelo-krilo gdje je krilo simulirano Π vrtlozima raspodijeljenim po rasponu, duzˇ 1/4
aerodinamicˇke tetive te linijskim rasporedom tocˇkastih dipola i izvora po osi simetrije
tijela. Kako bi bi dobili rijesˇenje DIV metode, postavljaju se rubni uvjeti da brzina
optjecanja bude tangencijalna na povrsˇinu.
2.1.1. Π vrtlozi
Krilo opisuju Π vrtlozi zajedno sa nestlacˇivim potencijalnim strujanjem. Buduc´i
da je krilo diskretizirano na m segmenata toliko postoji i Π vrtloga. Svaki segment
sadrzˇi jedan Π vrtlog. Podijelimo li Π vrtlog na tri dijela od beskonacˇnosti u pravcu
neporemec´ene brzine do tocˇke A, od tocˇke A do B i od B do beskonacˇnosti u pravcu
neporemec´ene brzine kao na slici (2.1) da bi se zadovoljio Helmholtzov teorem o vr-
tlozˇnosti [1]. Inducirana brzina prema Biot-Savartovom zakonu [1] od prvog dijela Π
vrtloga od beskonacˇnosti do tocˇke A
~V1 = − Γ
4pi
~nx × ~r1
r1(r1 − ~nx · ~r1) , (2.1)
analogno tome inducirana brzina prema Biot-Savartovom zakonu od drugog dijela Π
vrtloga od tocˇke B pa do beskonacˇnosti
~V2 =
Γ
4pi
~nx × ~r2
r2(r2 − ~nx · ~r2) , (2.2)
2
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Slika 2.1: Utjecaj vrtloga na kontrolnu tocˇku
gdje je r2 udaljenost od tocˇke C do tocˇke B te je inducirana brzina ~V2 suprotnog pred-
znaka od inducirane brzine ~V1 u jednadzˇbi (2.1) gdje je r1 udaljenost tocˇke C do tocˇke
A. Dok za srednji dio Π vrtloga inducirana brzina ~V0 u tocˇki C iznosi prema Biot-
Savartovom zakonu
~V0 = −~nz Γ
4pi · h0 (cosϑA − cosϑB) . (2.3)
Transformacijom jednadzˇbe za induciranu brzinu ~V0 mozˇe se napisati
~V0 =
Γ
4pi
r1 + r2
r1r2(r1r2 + ~r1 · ~r2)~r1 × ~r2 . (2.4)
Konacˇno Π vrtlog inducira u tocˇki C brzinu ~w te je ona zbroj triju brzina od tri dijela
Π vrtloga
~w = − Γ
4pi
~nx × ~r1
r1(r1 − ~nx · ~r1) +
Γ
4pi
~nx × ~r2
r2(r2 − ~nx · ~r2) +
Γ
4pi
(r1 + r2)(~r1 × ~r2)
r1r2(r1r2 + ~r1 · ~r2) , (2.5)
i buduc´i da je inducirana brzina proporcionalna intenzitetu Π vrtloga ~w = ~b · Γ vektor
~b postaje
~b =
1
4pi
[
− Γ
4pi
~nx × ~r1
r1(r1 − ~nx · ~r1) +
Γ
4pi
~nx × ~r2
r2(r2 − ~nx · ~r2) +
Γ
4pi
(r1 + r2)(~r1 × ~r2)
r1r2(r1r2 + ~r1 · ~r2)
]
. (2.6)
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Slika 2.2: Raspodjela vrtloga na krilu
Intenzitet cirkulacije vrtloga Γ je na sva tri dijela Π vrtloga konstantan. Da bi se
odredili intenziteti Γ vrtloga nuzˇno je zadovoljiti uvijete o nepropusnosti povrsˇine (brzina
optjecanja mora biti tangencijalna na povrsˇinu krila). Ti se rubni uvjeti zadovoljavaju u
kontrolnim tocˇkama prikazanim na slici (2.2) koje se postavljaju na 3/4 aerodinamicˇke
tetive. Imamo ukupno m Π vrtloga Γ1,Γ2, . . . ,Γm te tako svaki Γm inducira u bilo kojoj
kontrolnoj tocˇki Cj brzinu (~Vind)j prema Biot-Savartovom zakonu.
(~Vind)j = ~bjkΓk (2.7)
Tako c´e svih m Π vrtloga inducirati u tocˇki Cj ukupnu brzinu (~Vind)j. Buduc´i da je
jednadzˇba 2.1 linearna inducirane brzine svih Π vrtloga mogu se zbrojiti te dobiti izraz
za ukupnu brzinu u Cj kontrolnoj tocˇki.
(~Vind)j =
m∑
k=1
~bjkΓk (2.8)
Vektor ~bjk ovisi o geometriji i-tog segmenta i njegovoj udaljenosti od kontrolne tocˇke
Cj kako na krilu. Jednak je brzini koju inducira vrtlog jedinicˇnog intenziteta kako je
pokazano u izrazu (2.6).
Poglavlje 2. Teorija 5
2.1.2. Izvori i dipoli
Promatrat c´emo tijelo zrakoplova u subsonicˇnoj struji zraka. Strujanje fluida oko
tijela simulirat c´emo linijskim rasporedom tocˇkastih izvora i dipola postavljenih na x-
os osnosimetricˇnog tijela. Zajedno sa potencijalnim strujanjem iz beskonacˇnosti, pod
nekim napadnim kutom dobit c´emo sliku strujanja. Vazˇne pretpostavke koje vrijede za
daljnje jednadbe koje c´emo razmatrati su
• da je dr
dx
mali broj i
• da je napadni kut α∞ mali.
Oblik potencijala poremec´aja pri nesimetricˇnom optjecanju biti c´e zbroj potencijala
izvora i potencijala dipola.
φˆ(x, r, ϑ) =
G
[(x− ξ)2 + (1−Ma2∞)r2]1/2
+
Hr cosϑ
[(x− ξ)2 + (1−Ma2∞)r2]3/2
(2.9)
Gdje je G intenzitet izvora, a H intenzitet dipola dok su varijable x,r,ϑ koordinate kon-
trolnih tocˇaka na kojima se promatra potencijal poremec´aja brzina. Da bi bi zadovoljili
rubne uvijete u viˇse tocˇaka, uzet c´emo zbroj potencijala izvora i dipola ξ1, ξ2,. . . , ξi,. . . ,
ξn za izvore intenziteta G1, G2,. . . , Gi,. . . , Gn a za dipole intenziteta H1, H2,. . . , Hi,. . . ,
Hn. Tako c´e potencijal poremec´aja brzina u tocˇki (x, r, ϑ) biti
φˆ(x, r, ϑ) =
n∑
i=1
{
Gi
[(x− ξi)2 + (1−Ma2∞)r2]1/2
+
Hir cosϑ
[(x− ξi)2 + (1−Ma2∞)r2]3/2
}
.
(2.10)
Brzine koje se induciraju u kontrolnoj tocˇki su zapravo derivacije potencijala
uˆ =
∂φˆ
∂x
=
n∑
i=1
[
− x− ξi
ρ3i
Gi − 3(x− ξi)r cosϑ
ρ5i
Hi
]
vˆ =
∂φˆ
∂r
=
n∑
i=1
{
− (1−Ma
2
∞)r
ρ3i
Gi +
[
cosϑ
ρ3i
− 3(1−Ma
2
∞)r
2 cosϑ
ρ5i
]
Hi
}
wˆ =
1
r
∂φˆ
∂ϑ
= −
n∑
i=i
Hi sinϑ
ρ3i
,
(2.11)
gdje je ρi =
√
(x− ξi)2 + (1−Ma2∞)r2 .
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Slika 2.3: Prikaz tijela sa komponentama poremec´aja brzine
2.1.3. Odredivanje induciranih brzina od izvora i dipola
Brzina poremec´aja odreduju se iz izraza (2.11) u kontrolnim tocˇkama Cj na tijelu.
Izrazi c´e za konkretan slucˇaj na tijelu biti zapisani u formi
uˆj =
∂φˆ
∂x
=
n∑
i=1
[
− xj − ξi
ρ3ij
Gi − 3(xj − ξi)rj cosϑj
ρ5ij
Hi
]
vˆj =
∂φˆ
∂r
=
n∑
i=1
{
− (1−Ma
2
∞)rj
ρ3ij
Gi +
[
cosϑj
ρ3ij
− 3(1−Ma
2
∞)r
2
j cosϑj
ρ5ij
]
Hi
}
wˆj =
1
r
∂φˆ
∂ϑ
= −
n∑
i=i
Hi sinϑj
ρ3ij
,
(2.12)
gdje je
ρij =
√
(xj − ξi)2 + (1−Ma2∞)r2j .
Iz tih izraza je vidljivo da su komponente vektora inducirane brzine od jedinicˇnih izvora
jednake ~aj,i u cilindricˇnom koordinatnom sustavu matricˇnog zapisa
aj,i(xj, rj, ϑj) =
[
−xj − ξi
ρ3ij
−(1−Ma
2
∞)rj
ρ3ij
0
]T
, (2.13)
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te su komponente vektora inducirane brzine u kontrolnim tocˇkama na tijelu Cj od je-
dinicˇnih dipola ~dj,i u sustavu x,r,ϑ jednake
dj,i(xj, rj, ϑj) =
[
−3(x− ξi)r cosϑ
ρ5i
cosϑj
ρ3ij
− 3(1−Ma
2
∞)r
2 cosϑ
ρ5i
−Hi sinϑ
ρ3i
]T
.
(2.14)
Utijecaj tijela na krilo u DIV metodi
Buduc´i da komponente brzine promatramo u kartezijskom koordinatnom sustavu
moramo ih pomoc´u matrica transformacije prebaciti iz cilindricˇnog. Vrsˇimo rotaciju
oko koordinatne osi x za kut ϑ. Matricu transformacije
Lx(ϑ) =

1 0 0
0 cosϑ sinϑ
0 − sinϑ cosϑ
 , (2.15)
mnozˇimo sa vektorima jedinicˇnih izvora ~aj,i i jedinicˇnih dipola ~dj,i te dobivamo izraze
aj,i =
[
−xj − ξi
ρ3ij
−(1−Ma
2
∞)rj cosϑj
ρ3ij
−(1−Ma
2
∞)rj sinϑj
ρ3ij
]T
dj,i =
[
−3(xj − ξi)rj cosϑj
ρ5ij
1
ρ3ij
− 3(1−Ma
2
∞)r
2
j cos
2 ϑj
ρ5ij
−3(1−Ma
2
∞)r
2
j cosϑj sinϑj
ρ5ij
]T
.
(2.16)
Izrazi su primjenjivi za racˇunanje intenziteta izvora i dipola u kontrolnim tocˇkama na
tijelu, gdje je ϑ = 0 i ϑ = pi. Za utjecaj izvora i dipola na kontrolne tocˇke na krilu Cj
treba uvrstiti za ϑ = pi
2
te je potrebno zamijeniti mjesta brzinama poremec´aja ~wj,i i ~vj,i
jer se poremec´aj ~wj,i poklapa s osi y a ~vj,i sa osi z. Prema tome komponente vektora
inducirane brzine u kontrolnim tocˇkama na krilu su
aj,i =
[
−xj − ξi
ρ3ij
−(1−Ma
2
∞)rj
ρ3ij
0
]T
dj,i =
[
0 0
1
ρ3i
]T
,
(2.17)
pri cˇemu je rj =
√
y2j + z
2
j s tim da je krilo planarno bez dihedrala pa je zj = 0 sˇto daje
rj = yj. Te izraz
ρij =
√
(xj − ξi)2 + (1−Ma2∞)(y2j + z2j ) , (2.18)
vrijedi za kartezijski koordinatni sustav.
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Slika 2.4: Rubni uvijeti na tijelu
2.2. Utjecaj kombinacije krilo-tijelo
2.2.1. Odredivanje normala
Normala u kontrolnim tocˇkama na povrsˇinu kombinacije se odreduje:
1. na krilu
(nj)krila =
[
0 0 1
]T
(2.19)
2. na gornjoj strani tijela u kontrolnim tocˇkama
(nj)ϑ=0 =
[
− sin εj 0 cos εj
]T
(2.20)
3. na donjem dijelu tijela u kontrolnim tocˇkama
(nj)ϑ=pi =
[
− sin εj 0 − cos εj
]T
(2.21)
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Slika 2.5: Rubni uvijeti na krilu
2.2.2. Rubni uvijeti i odredivanje intenziteta Π vrtolga, izvora
i dipola
Rubni uvjeti na kombinaciji krilo-tijelo modelira se istodobnim zadovoljavanjem rub-
nih uvjeta na krilu i na tijelu koji su modelirani na prethodno opisani nacˇin. Oni se
zadovoljavaju na kontrolnim tocˇkama na krilu i na tijelu. Na tijelu postoji 2N kontrolnih
tocˇaka koji su raspodijeljeni sa gornje strane (ϑ = 0) i gornje strane (ϑ = pi). Zbog sime-
trije tijela rubni uvjet na tijelu c´e biti ispunjen u svim tocˇkama poprecˇnog presjeka sto
je vidljivo na slici (2.4). Na krilu kontrolne tocˇke su postavljene na 3/4 aerodinamicˇke
tetive m segmenta kako je prikazano na slici (2.5). Zadovoljavanjem rubnih uvijeta na
povrsˇini kombinacije rezultantna brzina optjecanja mora biti tangencijalna na povrsˇinu
u svakoj od m+ 2N kontrolnih tocˇaka. Rezultantnu brzinu optjecanja u svakoj kontrol-
noj tocˇki Cj dobivamo zbrajanjem svih idnuciranih brzina od vrtloga, izvora i dipola i
pomnozˇena sa normalom za tu kontrolnu tocˇku te se to mozˇe zapisati kao:
~nj ·
[
~V∞ +
m∑
k=1
~bj,k · Γk +
N∑
i=1
(~aj,iGi + ~dj,iHi)
]
= 0 , (2.22)
gdje su: ~nj normala na povrsˇinu u kontrolnoj tocˇki Cj. ~bj,i inducirana brzina u kontrolnoj
tocˇki Cj od Π vrtolga jedinicˇnog intenziteta na m-tom segmentu krila. ~aj,i inducirana
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brzina u kontrolnoj tocˇki Cj od izvora jedinicˇnog intenziteta na i-tom segmentu osi tijela.
~dj,i inducirana brzina u kontrolnoj tocˇki Cj od izvora jedinicˇnog intenziteta na i-tom
segmentu osi tijela. Izraz (2.22) pomnozˇen sa normalom u kontrolnoj tocˇki izgleda
m∑
k=1
(~nj ·~bj,k)Γk +
N∑
i=1
(~nj · ~aj,i)Gi +
N∑
i=1
(~nj · ~dj,i)Hi = −~nj ~V∞ . (2.23)
Izraz (2.23) mozˇemo matricˇno zapisati kao:
BΓ + AG + DH = V (2.24)
Matrice A, B i D predstavljaju matrice koeficijenata singulariteta. Matrica B sastoji
se od m+ 2N redaka koji predstavljaju kontrolne tocˇke na kombinaciji i m stupaca koji
predstavljaju Π vrtloge. Opc´i cˇlan je jednak skalarnom umnosˇku inducirane brzine od
Π vrtloga jedinicˇnog intenziteta na k-tom segmentu i normale u kontrolnoj tocˇki Cj.
Bj,i = ~nj ·~bj,k (2.25)
Matrica A sastoji se od m+2N redaka koji predstavljaju kontrolne tocˇke na kombinaciji
i N stupaca koji predstavljaju jedinicˇne izvore.Cˇlan je jednak skalarnom umnosˇku indu-
cirane brzine od izvora jedinicˇnog intenziteta na i-tom segmentu i normale u kontrolnoj
tocˇki Cj.
Aj,i = ~nj ·~bj,i (2.26)
Matrica D sastoji se od m+2N redaka koji predstavljaju kontrolne tocˇke na kombinaciji
i N stupaca koji predstavljaju jedinicˇne dipole. Cˇlan je jednak skalarnom umnosˇku indu-
cirane brzine od izvora jedinicˇnog intenziteta na i-tom segmentu i normale u kontrolnoj
tocˇki Cj.
Dj,i = ~nj ·~bj,i (2.27)
Cˇlan matrice V je jednak skalarnom produktu vektora slobodne zracˇne struje ~V∞ pod
napadnim kutom α i normale i kontrolnoj tocˇki Cj.
Vj = −~nj · ~V∞ (2.28)
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Formiranje matematicˇkog modela
Da bi formirali matematicˇki model i odredili intenzitete vrtloga Γ, izvora G i dipola
H moramo jednadzˇbu (2.24) zapisati u formi:
E ·X = V (2.29)
Lijeva strana jednadzˇbe se sastoji od matrice E koja je kvadratna ((m+2N)×(m+2N))
te matrice nepoznatih intenziteta X ((m + 2N) × 1) koje moramo odrediti. Matricu
intenziteta odredujemo tako da pomnozˇimo jednadbu (2.29) sa lijeve strane inverznom
matricom E.
X = (E−1) ·V (2.30)
Prvih m redaka matrice X predstavlja intenzitete Π vtloga na krilu, sljedec´ih N redaka
intenzitete izvora na tijelu, i N redaka intenzitete dipola na tijelu, smjesˇtenih na os
simetrije.
2.2.3. Koeficijent normalne sile
Koeficijent normalne sile krila
Koeficijent normalne sile definiran je:
(CL)krila =
L
1
2
ρ∞V 2∞S
(2.31)
pri cˇemu je
L = ρ∞V∞
∫ b
2
−b
2
Γdy , (2.32)
pa c´e koeficijent uzgona biti
(CL)krila =
ρ∞V∞
∫ b
2
−b
2
Γdy
1
2
ρ∞V 2∞S
, (2.33)
za bezdimenzionalni koeficijent cirkulacije B =
Γα
V∞ · b/2 uvrsˇtavanjem dobivamo:
(CLα)krila =
2
S
∫ b
2
−b
2
Γα(y)
V∞
dy =
2A
b2
∫ 1
−1
(b/2)V∞B
V∞
b
2
dy = A ·
∫ 1
0
Bdy . (2.34)
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U slucˇaju konacˇnih razlika bit c´e 4y = (b/2)
m
, pa je 4y = 4y
b/2
=
1
m
, te je
(CLα)krila =
A
m
m∑
k=1
Bi
(CL)krila = (CLα)krila · α
. (2.35)
Koeficijent normalne sile tijela
Jednadzˇba kojom se racˇuna aerodinamicˇki koeficijent normalne sile za rotaciono
tijelo preuzeto iz knjige Aerodinamika 1 [1] je
(CL)tijela = − 1
Sref
∫
P
Cpr cosϑdϑdx , (2.36)
gdje je Sref referentna povrsˇina tijela, r radijus tijela koji ovisi o kutu zakreta ϑ i
polozˇaju tocˇke na tijelu da nekoj udaljenosti x, sˇto se vidi sa slike (2.6). Koeficijent
tlaka Cp odredujemo iz jednadbe:
Cp =
p− p∞
ρ∞V 2∞
2
=
2
γMa2∞
(
p
p∞
− 1
)
(2.37)
Sˇto znacˇi da za odredivanje koeficijenata tlaka trebamo odnos tlaka u promatranoj tocˇki
naspram tlaka u beskonacˇnosti. Taj odnos odredujemo iz Saint Venatove jednadzˇbe [1]
i pomoc´u adijabatske jednadzˇbe [1] nakon sredivanja dobivamo
p
p∞
=
(
1− γ − 1
2
Ma2∞
V 2 − V 2∞
V 2∞
) γ
γ − 1
, (2.38)
gdje je kvadrat poremec´ene brzine
V 2 = (u∞ + uˆ)2 + (v∞ + vˆ)2 + (w∞ + wˆ)2 , (2.39)
a komponente neporemec´ene brzine
u∞ = V∞ cosα
v∞ = V∞ sinα · cosϑ
w∞ = −V∞ sinα · sinϑ
, (2.40)
poremec´aji brzina izracˇunavanju se iz jednadzˇbe (2.11) zajedno sa dobivenim intenzite-
tima iz matrice X.
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Slika 2.6: Prikaz cilindricˇnih koordinata na tijelu i njihovih brzina
3 Rezultati
3.1. Opis programa
Rad je napravljen u Matlab programu. On je sastavljen od dva postojec´a programa
koja se mogu nac´i u kolegiju Aerodinamika [1]: Weissinger koji racˇuna uzgon krila
pomoc´u cirkulacije i programa body alfa za proracˇun normalne sile i momenta pro-
pinjanja osnosimetricˇnog tijela pod napadnim kutom. Buduc´i da program objedinjuje
te dvije metode pouzdanost novog modela DIV je posebno testirana za svaku metodu.
Test je izvrsˇen za iste uvijete te su rasporedi cirkulacija i intenziteti izvora i dipola bili
identicˇni, te ih nije bilo potrebe prikazivati u daljnjem izlaganju.
Opis potprograma u Matlabu
Metoda DIV, racˇunata u programu Matlab, gradena je od potprograma. U tablici
(3.1) dani su svi potprogrami koji zasebno se ne mogu pokrenuti. Cijeli sustav pot-
programa pokrec´e dadoteka zavrsniizracun koji racˇuna i crta za potrebe ovog zavrsˇnog
rada.
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Tablica 3.1: Tablica svih programa
Ime programa Opis programa
podatci unos svih podataka za pokretanje programa
crttijelozr racˇuna koordinate kontrolnih tocˇaka na tijelu, normale u njima te
tocˇke segmenata izvora i dipola
geometrija gdzr crta koordinate kontrolnih tocˇaka na tijelu
crtkrilo racˇuna kontrolne tocˇke na krilu i koordinate segmenata Π vrtloga
geometrijaZR crta koordinate segmenata izvora i dipola na tijelu
vrtlozizr racˇuna matrice uplivnih koeficijenata vrtloga
pivrtlog izracˇunava induciranu brzinu u kontrolnoj tocˇki jednim vrtlogom
jedinicˇnog intenziteta
izv dip KR funkcija koja racˇuna matrice uplivnih koeficijenata za krilo
izv dip TJD funkcija koja racˇuna matrice uplivnih koeficijenata za donji dio ti-
jela
izv dip TJG funkcija koja racˇuna matrice uplivnih koeficijenata za gornji dio
tijela
zavrsniizracun objedinjuje sve matrice uplivnih koeficijenata, postavlja rubne uvi-
jete te izracˇunava intenzitete vrtloga izvora i dipola te racˇuna ko-
eficijent normalne sile od krila i pribraja koeficijent normalne sile
od tijela
cp tijelozr racˇuna koeficijent normalne sile od tijela
Na slici 3.1 prikazana je konvergencija rijesˇenja gradijenta normalne sile za α = 2◦,
Ma = 0.75, Λ = 0◦ te je primjenjena geometrija AGARD [4] [5] koja je dana tablicom
3.2 te je pomnozˇena dimenzijskim faktorom K = 20. Broj segmenata na krilu za koji
c´emo uzimati je 40 sˇto zadovoljava tocˇnost proracˇuna a ne povec´ava previˇse matematicˇki
model.
3.2. Prikaz rezultata
Prikaz rezultata podijeliti c´emo na tri glavna dijela. Prvi dio prikazati c´e utjecaj
tijela na intenzitet cirkulacije na krilu, te c´e se usporediti sa dvije metode viˇseg reda,
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Slika 3.1: Konvergencija rijesˇenja za gradijent koeficijenta normalne sile.
i eksperimentalnim podacima iz literature [3]. U drugom dijelu pokazat c´e pouzdanost
rezultata za ukupni koeficijent normalne sile koji daje DIV metoda za izolirano ekviva-
lentno krilo. Trec´i dio obuhvatit c´e kako tijelo u metodi DIV utjecˇe na kombinaciju i
da li su rezultati prosˇlim usporedbama pouzdani. To c´emo napraviti usporedbom dvije
metode koje koriste kombinaciju krilo-tijelo, s time da je jedna metoda viˇseg reda od
druge.
3.2.1. Usporedba konfiguracije cilindricˇno tijelo-krilo
Prva usporedba izvrsˇena za intenzitet cirkulacije je na slici (3.2). Prikazan je rezultat
lokalnog koeficijenta uzgona DIV metode u usporedbi sa modelom zrcalnih vrtloga [3],
eksperimentalnim rezultatima i rezultatom panelne metode za pravokutno krilo bez
strijele u prisutnosti tijela. Predstavlja numericˇki model nosec´e linije kojim se opisuje
krilo, te za opis tijela koristi zrcalnu sliku vrtloga sa krila. Ovaj prikaz pokazuje da
metoda DIV daje manji uzgon nego li ostale tri metode, odnosno manji je utjecaj tijela
na krilo zrakoplova. Za potvrdu tocˇnosti rezultata usporediti c´emo kombinaciju tijelo-
krilo sa drugim pouzdanim podacima u poglavlju (3.2.3.).
Poglavlje 3. Rezultati 17
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0
0.05
0.1
0.15
0.2
0.25
0.3
0.35
0.4
0.45
0.5
y/(b/2)
c l
AR=6.0, λ=1, Λ=0°, θ=0°, a/s
m
=0.167, M=0.1, α=6°
 
 
DIV model
Model zrcalnih vrtloga
Panelna metoda
Eksperiment
Slika 3.2: Usporedba rezultata cirkulacije vrtloga na krilu uz prisutnost tijela
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Slika 3.3: Prikaz izoliranog krila na VID modelu
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Slika 3.4: Prikaz izoliranog ekvivalentnog krila na DIV modelu
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Slika 3.5: Usporedba rezultata cirkulacije vrtloga na krilu
3.2.2. Usporedba AGARD krila
Krilo kombinacije AGARD diskretizirano je po rasponu krila, te po tetivi kako je pri-
kazano na slici (3.3). Vrtlog-izvor-dipol(VID) model [2] koristi metodu nosec´e povrsˇine
za racˇunanje cirkulacije vrtloga, ta metoda je za jedan red velicˇine vec´a nego metoda
nosec´e linije, gdje se krilo diskretizira samo po rasponu koja je vidljiva na slici (3.4).
Izvrsˇena je usporedba intenziteta vrtloga izmedu te dvije metode za izolirana krila, pri
cˇemu je za metodu nosec´e linije iskoriˇsteno ekvivalentno krilo kombinacije AGARD. Na
slici (3.5) prikazana je ta usporedba za neporemec´enu struju fluida brzine V∞ = 100
[m/s], napadni kut od 0.1 [rad] i kut strijele od 27.1◦. Ostali podatci ekvivalentnog krila
i krila kombinacije AGARD [4] dani su u tablici (3.2).
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3.2.3. Usporedba AGARD kombinacije tijelo-krilo
Rezultati nam pokazuju ono sˇto smo i ocˇekivali, a to je da suma intenziteta vrtloga,
odnosno ukupni Cl priblizˇno jednaki, ali je vidljivo da zbog aproksimacije sa ekvivalent-
nim krilom te koriˇstenjem metode nosec´e povrsˇine daje drukcˇiji raspored intenziteta,
sˇto utjecˇe na aerodinamicˇke karakteristike krila, te na konstrukcijsku izvedbu krila.
Buduc´i da ove metode ne proucˇavaju tijelo kao takvo, za usporedbu izvora i dipola
rezultati su napravljeni za geometriju kombinacije AGARD [2] [4] [5] koji su dani ta-
blicom (3.2). Kako bi provjerili tocˇnost DIV modela, moramo ga usporediti sa slicˇnim
modelom, a to je VID model koji racˇuna intenzitete vrtloga, izvora i dipola gdje je za
krilo koriˇstena metoda nosec´e povrsˇine, te je tijelo racˇunato metodom izvora i dipola.
U oba modela nosni dio je definiran poluelipsoidnom, srediˇsnji valjkom a zavrsˇni tan-
gencijalnim ozˇivalom. Izracˇunato je ekvivalentno krilo radi usporedbe, cˇiji podatci su
takoder dani u tablici.
Tablica 3.2: Geometrija modela
Zadane velicˇine Opis velicˇine Vrijednost
la duzˇina tangencijalnog ozˇivala tijela 0.56525 [m]
lb duzˇina tijela 1.192 [m]
lc duzˇina cilindricˇnog dijela tijela 0.37675 [m]
ln duzˇina nosa tijela 0.25 [m]
b raspon krila 1.17129 [m]
cA aerodinamicˇka tetiva 0.1412 [m]
cs tetiva u prijelomu krila 0.11981 [m]
ct vrsˇna tetiva 0.06046 [m]
c0 tetiva u aksijalnoj osi 0.24011 [m]
c korijenska tetiva ekvivalentnog krila 0.1643 [m]
V it vitkost krila ekvivalentnog krila 9.9449 [-]
S povrsˇina krila ekvivalentnog krila 0.138 [m2]
d promjer tijela 0.14842 [m]
ΛLE kut strijele na 1/4 aerodinamicˇke tetive 27.1
◦
U daljnjim usporedbama zadane geometrije uvec´ane su za faktor K (reda velicˇine
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Slika 3.6: Kombinacija krilo-tijelo za DIV metodu.
20) sˇto znacˇi da je raspon krila umjesto zadanih 1.17129 m jednak 23.4258 m. Machov
broj jednak je 0.75 u prikazanoj analizi, a raspon napadnih kutova varira od −2◦ do
2◦. Konkretno za sljedec´e usporedbe koriˇsten je napadni kut od 2◦ ako nije drugacˇije
navedeno.
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Slika 3.7: Kombinacija za krilo-tijelo za VID metodu [2].
Rezultati pokazuju slicˇnost na sredini krila sa slikom (3.5). Kao sˇto smo to prije
pretpostavili na spomenutom dijagramu, glavni razlog takvog rasporeda pripisani su
razlici u geometriji kombinacija, razlicˇitom redu stupnja metode, ali dijagram (3.8)
prikazuje potvrdu da i metoda viˇseg reda VID pokazuje mali utjecaj tijela, odnosno
gubitak uzgona kako se na krilu priblizˇavamo tijelu. Ova usporedba pokazuje nam
pouzdanost ponasˇanja DIV metode, te potvrduje tocˇnost samog modela.
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Slika 3.8: Usporedba rezultata cirkulacije vrtloga na krilu pri utjecaju tijela.
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Slika 3.9: Usporedba rezultata izvora DIV i VID metode.
Dodatna tocˇnost metode DIV metode potvrduje se usporedbom intenziteta izvora.
Ona se mora poklapati kako je prikazano jer sami izvori daju formu tijelu, bez ob-
zira na napadni kut, sˇto se dokazuje osnosimetricˇnim optjecanjem bez napadnog kuta,
gdje ostaje samo intenzitet izvora, dok se intenziteti dipola poniˇstavaju te u kontrolnim
tocˇkama na krilu inducirane brzine izvora su jednake nuli, pa bez obzira kakvu geome-
triju krila imali, intenzitet izvora se mora poklapati za razlicˇitu geometriju, te utjecaj
stlacˇivosti, sˇto je potvrdeno.
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Slika 3.10: Usporedba rezultata dipola DIV i VID metode.
Vidljiva razlika u intenzitetima dipola mozˇe se protumacˇiti jer je sam oblik i vec´i
intenzitet dipola uzrokovan postavom VID metode, cˇije krilo je diskretizirano po tetivi
i po rasponu stoga broji viˇse kontrolnih tocˇaka na krilu (metoda viˇseg reda) od krila sa
nosec´om linijom, pa daje i vec´i intenzitet, no bez obzira na ne poklapanje ovih krivulja,
ostale usporedbe jak su dokaz tocˇnosti metode DIV metode. Na prikazu (3.11) za
Ma = 0.75 te za korekciju stlacˇivosti prikazan je gradijent normalne sile, buduc´i da
su ovo modeli prvog iteraciskog aerodinamicˇkog proracˇuna ogranicˇili smo se na male
napadne kutove i usporedili rezultate sa najpouzdanijim eksperimentalnim metodama i
k-ε modelom te sam VID metodom koju smo usporedivali u prosˇlim poglavljima. Slika
pokazuje dobru usporedbu i u podrucˇju stlacˇivih brzina, s time da smo uzeli korekciju
stlacˇivosti po Prandtl-Glauertu.
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Slika 3.11: Rezultati koeficijenta normalne sile DIV metode u odnosu na VID
metodu, eksperimentalne podatke zracˇnog tunela te k- metode.
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Slika 3.12: Raspodjela lokalnog koeficijenta uzgona za razlicˇite kutove strijele
3.2.4. Prikaz rezultata za razlicˇitu geometriju
Kada smo provjerili tocˇnost i pouzdanost metode DIV sada c´emo pogledati rezultate
za razlicˇite kutove strijele krila Λ. Bit c´e koriˇsten faktor K=20 gdje c´emo uvec´ati ge-
ometriju AGARD [4]. Koriˇsteno je ekvivalentno krilo (3.1), za Ma=0.1 i α = 1◦. Kako
smanjujemo kut strijele tako raspodjela uzgona postaje trokutasta, tj. maksimalne vri-
jednosti se priblizˇavaju korijenu krila. Takav raspored smanjuje konstrukcijske zahtjeve
za dimenzioniranje krila te povec´ava vjerojatnost staticˇke nestabilnosti zrakoplova.
4 Zakljucˇak
U zavrsˇnom radu izraden je DIV model kombinacije tijelo-nosec´a povrsˇina primjenom
dipola i izvora te Π vrtloga. Model je ogranicˇen na osnosimetricˇna tijela i trapezne
neuvijene nosec´e povrsˇine bez dihedrala.
Analizom je potvrdena razlika raspodjele cirkulacije po rasponu izmedu konfiguracije
tijelo-krilo i konfiguracije izoliranog krila. To nas upuc´uje da i sami oblik tijela utjecˇe
na ukupni uzgon zrakoplova.
Usporedba rezultata DIV modela sa dostupnim rezultatima za lokalni koeficijent sile
uzgona numericˇkih modela i eksperimentalnim za kombinaciju cilindricˇnog tijela-krila
pokazala je vec´a odstupanja za raspone blizˇe tijelu cˇime se zakljucˇuje da razvijeni model
ima nedovoljan utjecaj tijela na krilo.
Analiza AGARD kombinacije tijelo-krilo dala je rezultate sa prihvatljivim odstupa-
njem od rezultata numericˇke metode koja tijelo modelira na isti nacˇin a krilo meto-
dom vrtlozˇne resˇetke. Usporedeni su rezultati DIV modela za koeficijent sile uzgona u
ovisnosti o napadnom kutu sa rezultatima eksperimenta i drugih numericˇkih metoda.
Uocˇljivo je sustavno odstupanje od eksperimentalnih rezultata u obliku smanjenja uz-
gona koje je uzrokovano spomenutim nedovoljnim utjecaja tijela, ali gradijent sile uzgona
po napadnom kutu ima prihvatljiva odstupanja.
Oblik, velicˇina tijela, kut strijele krila, suzˇenje, napadni kut, povrsˇina i vitkost krila,
sve su to parametri koji utijecˇu na raspodjelu cirkulacije. U radu je pokazan utjecaj
kuta strijele.
Metodu bismo mogli prosˇiriti tako da uzmemo u obzir i ostale nosive povrsˇine zra-
koplova kao sˇto su vertikalni i horizontalni stabilizatori te canard krilo, i proucˇavati
28
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medusobni utjecaj.
Literatura
[1] Jankovic´, S., Vrdoljak, M. Aerodinamika 1. nastavni materijali, FSB, Zagreb, 2010.
[2] Krajcˇek, K. Proracˇun normalne sile i momenta propinjanja kombinacije tijelo-krilo.
diplomski rad, FSB, Zagreb, 2007.
[3] Vrdoljak, M. Djelovanje vrtlozˇne povrsˇine s izlaznog ruba prednje nosec´e povrsˇine
na zadnju nosec´u povrsˇinu. magistarski rad, Sveucˇiliˇste u Zagrebu, Zagreb, 1998.
[4] Redeker, G., ”DLR-F4 Wing-Body Configuration,” A Selection of Experimental
Test Cases for the Validation of CFD Codes. AGARD Rept. AR-303, Aug .1994.
[5] Levy, D. and Zickuhr, T. Data Summary form the First AIAA Computational
Fluid Dynamics Drag Prediction Workshop Journal of Aircraft Vol. 40, No. 5,
September-October 2003.
30
